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Es werden die Strukturmoglichkeiten des R1eEmanNschen Raumes untersucht, dem zunéchst
keinerlei physikalische Eigenschaften zugewiesen werden. Hierzu wird eine lokale Darstellung der
Metrik in Normalkoordinaten benutzt. Die auftretenden Normaltensoren sind Tensoren im ge-
samten affinen Raume, auf dem die Metrik erklirt ist. Die Forderung nach Positiv-Definitheit
schrankt durch invariante Tensorgleichungen die Strukturmannigfaltigkeiten entscheident ein
und bevorzugt den 3-dimensionalen Raum. Dieser wird durch (natiirliche) Randbedingungen, die
das Verschwinden der Metrik im Unendlichen ausdriicken, ohne einen weiteren Freiheitsgrad ein-
deutig festgelegt; Rdume geringerer Dimensionszahl sind unter diesen Randbedingungen iiber-
bestimmt, Raume héherer Dimensionszahl unterbestimmt. Verschiedene Strukturierungen des so
metrisierten 3-dimensionalen Raumes sind nur moglich bei Anderung des Grades der lokalen Ent-
wicklung des metrischen Feldes. Es erscheint denknotwendig, wenn man iiberhaupt eine Beziehung
zwischen Physik und metrischem Raume vermutet, den Grad der lokalen Entwicklung und damit
die hochste Stufe der zur Darstellung verwendeten Normaltensoren mit einem nicht-kontinuier-
lichen, absoluten Zeitparameter 7' — 2 zu identifizieren. Es ist dann die Aufgabe gestellt, die so
in Raum und absoluter Zeit verfiigbaren Strukturen mit den uns geldufigen physikalischen
Prozessen anhand ihrer dquivalenten mathematischen Darstellungen zu identifizieren und sie
dadurch nicht mehr als Vorgéinge im Raume, sondern selbst als strukturierten Raum zu verstehen.

Die Konsequenzen werden erortert.
1. Zum Problemkreis

Bis zu R1EMaN fafite man den Raum als eine a
priori existierende Wesenheit auf, in die die physi-
kalische Welt eingefiigt ist, ohne selbst in irgend
einer Weise auf die Struktur des Raumes zu wirken.
RIEMANN vermutete, dal3 die metrische Struktur
des Raumes von der materiellen Erfiillung desselben
wenigstens mitbestimmt werden kann!. Die Mal-
struktur wird durch die Angabe der positiv-definiten
quadratischen Differentialform ds2 = g;;da?dx/ lokal
beschrieben. Daf3 diese Invariante quadratisch sein
mub, zeigen v. HELMHOLTZ und LiE2 3.

Bis hierher sind die Uberlegungen rein geo-
metrisch-mathematischer Natur. Fullend einerseits
auf RIEMANNs Vermutung iiber den Zusammenhang
zwischen metrischer Struktur g;; und materieller
Ausfilllung des Raumes und andererseits auf Er-
kenntnissen iiber die Raum-Zeit-Struktur seiner
Relativitdtstheorie schuf EINSTEIN eine Gravi-
tationstheorie 4.

Vom Standpunkt eines rein mathematisch-logi-
schen Verstindnisses der physikalischen Welt ist
diese zweite Wurzel dieser ersten geometrischen
Theorie eines physikalischen Geschehens abzuleh-
nen. Mir scheint namlich, dafl durch die Einfiihrung
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1 B. Rieman~, Uber die Hypothesen, welche der Geo-
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des unmathematischen Begriffes ,,Zeit*‘ als Kompo-
nente eines in gewisser Weise metrisierten affinen
Raumes die mathematisch-geometrische Natur-
erkenntnis, die wenigstens letzten Endes nach We-
sensgleichheit sucht, auf die Stufe der Betrachtung
bloB &uBerlicher Ahnlichkeit zwischen physikali-
schem Geschehen und einem nicht aus sich heraus
zwingenden mathematischen Formalismus redu-
ziert wird.

Diese Bemerkungen sollen natiirlich nichts gegen
die ZweckmaBigkeit aussagen, speziell die Gravi-
tationswechselwirkung in der bekannten Form der
EixsteiNschen Gravitationstheorie zu beschreiben.
Aber vom Standpunkt einer umfassenden Verall-
gemeinerung auf alle iibrigen Krifte der Physik er-
scheint mir der Ausgangspunkt doch als etwas zu
speziell.

Im folgenden wollen wir, aufbauend nur auf
mathematisch-geometrischen Begriffen, zunichst
eine Theorie moglicher Raumstrukturen entwickeln.
Wir gehen dabei in zwei Schritten voran: Als erstes
betrachten wir die lokalen Eigenschaften des metri-
sierten affinen Raumes. Dabei wird sich ein System
von Differentialgleichungen (Differentialinvarian-
ten) ergeben. Die Losung dieses Systems besitzt
noch einen Rest an Willkir, der durch Einfiihrung

3 8. Lie, Uber die Grundlagen der Geometrie I, II. Ber.
Séchs. Ges. Wiss. Leipzig 42, 284—321 u. 355—418
[1890].

4 A. EixstEIN, Die Grundlagen der allgemeinen Relativi-
tatstheorie, Barth, Leipzig 1916.
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nichtlokaler Zusatzbedingungen weiter eingeengt
wird.

Es ergibt sich schlieBlich, dafl der drei-dimen-
sionale R1IEMANNsche Raum V3 mit positiv-definiter
Metrik vor allen anderen metrischen Rdumen aus-
gezeichnet ist, wenn man fordert, dal im Unend-
lichen das metrische Feld wie ein EukLipisches
Feld verschwindet: Die hochste Ordnungszahl 7'
des Differentialgleichungssystems kann man noch
frei wéhlen, die Losung des Systems ist eindeutig
bis auf eine Eichtransformation und von keinem
weiteren Parameter mehr abhéngig. In diesem Um-
stand sehe ich tibrigens nachtréiglich eine stérkere
Rechtfertigung fiir die Einfiihrung einer Metrik aus
einer quadratischen Form, hier sogleich noch be-
schriankt auf die Dimensionszahl 3, als durch die
Betrachtung von Transformationseigenschaften, so
richtungsweisend jene Erkenntnisse auch waren3:5.6.

Nachdem so die vom mathematischen Stand-
punkt moglichen Raumstrukturen erkannt sind,
bleibt als ein dritter Schritt deren Identifizierung
mit den uns gewohnten Parametern unserer physi-
kalischen Welt. Die Schliisselstellung nimmt der
physikalische Begriff ,,Zeit* ein. Dadurch, dal} wir
ihn in Zusammenhang bringen werden mit der be-
liebig wiéhlbaren Ordnungszahl 7' unseres Diffe-
rentialgleichungssystems, ergibt sich dann auch die
Moglichkeit, einen Vorwurf zu entkriften, der seit
Aufstellung von Spinorgleichungen fir Teilchen mit
Spin 1/2 allen differentialgeometrisch begriindeten
Feldtheorien gemacht wurde. Die Spinorbeschrei-
bungsweise ist offensichtlich bisher nétig bei der
Darstellung von Wechselwirkungsprozessen, an
denen Felder mit Spin 1/2 beteiligt sind; meiner
Auffassung nach aber nur deshalb, weil man die
Wechselwirkung tiiber ein Zeitkontinuum ,,ver-
schmiert®. In dieser Theorie hier wird die Wechsel-
wirkung aufgelost in eine Folge diskreter Einzel-
zustinde; die Zeit ist gequantelt worden. Die Raum-
struktur bleibt iiberall stetig und wenigstens 7'-mal
differenzierbar.

Beschiftigen wir uns aber zunédchst mit der Auf-
stellung der Gleichungen fiir das metrische Feld.

5 D. HiLBERT, Grundlagen der Geometrie, Teubner, Leip-
zig 1902.

6 H. FREUDENTHAL, Math. Z. 63, 374 [1956].

7 H. VERMEIL, Bestimmung einer quadratischen Differen-
tialform aus der Riemannschen und den Christoffel-
schen Differentialinvarianten mit Hilfe von Normal-
koordinaten. Math. Ann. 79, 289 [1919].
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2. Aufstellung von Differentialgleichungen,
denen die Meirik gehorchen mufl

Differentialgleichungen koénnen nur das lokale
Verhalten des metrischen Feldes charakterisieren
und dieses, wenn auch wesentlich, so doch nur un-
vollstindig in seinen Eigenschaften festlegen. Die
lokalen Eigenschaften aber kann man in der affinen
und metrischen Geometrie am besten durch Ein-
fihrung von Normalkoordinaten tibersehen 1,7-11,
Diese Koordinaten folgen in ihrem Ursprung den
geraden bzw. kiirzesten Linien des Raumes. Ent-
wickelt man den metrischen Tensor nach Normal-
koordinaten in einem bestimmten Punkte, so stellen
die Entwicklungskoeffizienten Differentialinvarian-
ten dar, die den Raumpunkt samt seiner Umgebung
unabhingig vom Koordinatensystem -charakteri-
sieren. Wir schreiben alle von uns benotigten Bezie-
hungen auf.

Die Metrik werde durch einen zweifach kovari-
anten, symmetrischen Tensor g;; () bestimmt (Kern-
index-Schreibweise, Summationskonvention)

ox  oxi’
917 = G 30 pad (1)
Jij = 9ji - (2)

Die af, 2% seien zunichst beliebige affine Koordi-
naten. Der metrische Tensor bestimmt eine quadra-
tische Form Fo,

Fg = Gij dat dad ’ (3)

von der wir spiater annehmen werden, daf} sie posi-
tiv-definit sei. Im RIEMaNNschen Raume V, ist
dariiber hinaus ein affiner Zusammenhang '} er-
klirt, der eindeutig durch die Metrik bestimmt ist

; ; o (%9 | O Ogik
h=Th=1gt (20 + 2 —2) @

oxd ozt

mit der Umkehrung

ogi
L LN AR o (5)

Qak
Die GroBe I'% als geometrischer Zusammenhang

transformiert sich wie folgt:
i o2z Oxt oxd’

oxk’ ot
kT Qxidak

ll

ot e (0

8 0. VEBLEN u. T.Y. THoMmas, The geometry of paths,
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9 T.Y. THomas, The identities of affinely connected
manifolds, Math. Z. 25, 714 [1926].

10 T. Y. Tuomas, The differential invariants of generalized
spaces, Cambridge 1934.

11 0. VEBLEN, Invariants of quadratic differential forms,

Cambridge Tracts N. 24 [1927].
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Die I'i, bestimmen die Geometrie der geraden Linien
des affinen Raumes vermittels des folgenden Syste-
mes von Differentialgleichungen:

d2qxt da/ dak

Tds? + F;k ds ds
Im RiemanxNschen Raume V, ist s die Bogenldnge;
es gilt Gl. (4). Jetzt fihren wir Normalkoordinaten
ein im Punkte

=10. (7)

i (0) =al . (8)

Als Anfangsrichtungen &! der neuen Koordinaten
wahlen wir die Richtung von geraden Linien bzw.
von Geodatischen, die wir aus den Gln. (7) und (4)
bestimmt haben:

£ = (dat/ds)o . 9)
Damit schreibt sich die Losung von Gl. (7) wie folgt:

: ; ; 1 [d2at
wi(s) =al + Els + 5y (715;7)0 52

1 (d3zi
F (524
3t
Die Groflen (%%L) (—d—f,—> usw. bestimmt man
s ds3 /o

aus Gl. (7) und den daraus durch fortgesetztes

Differenzieren erhéltlichen weiteren Gln. (7a), (7b)
usw.
d3at i dzi  daok  dal
= T4 5 “m =" (7a)
d4zl dad dxk dxl dam
gt T Dim gy a5 a5 —as =0 (7h)
Die Differenzierbarkeit setzten wir voraus. In der
Gl. (7a) ist
ar ;
m—%P( e—2I'y %l). (11)

1 1
911 (y) = 91 (0) + Gis,k, ¥™* + 5y 95 ik ¥ Y T+ 5 Gipkikak Y5 Y Y A+

Dabei ist gu )

gij,kl-- (ay"’ ayh Ty’g;)y= o (’Cl 55 k‘p =1... n) ‘
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oder allgemein

i CF m i
jkl...mn = 7*P<7’;L"-——( - I)F ajk.. lrmn) (12)
N zidhlt die kovarianten Indizes und P bedeutet
Summation iiber alle Ausdriicke, die man aus dem
in Klammern stehenden Ausdrucke durch zyklische
Permutation der kovarianten Indizes erhalt. Setzt
man

fha =y, (13)

so folgt mit Hilfe der Gln. (7a), (7b) usw. aus GI. (10)

’ ; 1 ; 5
at (y) = al +yt — o5y Iy (ah) yl y*

— oy Tl (@) gyt — (14)
Gl. (13) besagt, daB} es ein Koordinatensystem gibt,
ein Normalkoordinatensystem, in welchem sich die
geraden Linien des affinen Raumes und die geodéti-
schen Linien des RiEMaNNschen Raumes wie die
Geraden des EuxLipischen Raumes darstellen
lassen.

Man kann zeigen8, daf} es zum Zentrum af noch
andere Normalkoordinatensysteme gibt, die alle
durch die Transformation

y' = diy” (15)
aus einander hervorgehen, wobei die a! Konstante
sind. Jetzt wollen wir den Fundamentaltensor g;; (y)
des RiEmaxnschen Raumes V, in der Nihe des
Punktes a! nach Normalkoordinaten entwickeln.
Das ergibt

(16)

(17)

Die metrischen Normaltensoren g;; ;, ;. () sind Funktionen der g;;(x) und deren gewéhnlichen Ablei-
tungen; das wollen wir zeigen. Im folgenden seien die 2! immer beliebige affine Koordinaten, die y?
immer Normalkoordinaten. Entsprechend Gl. (1) gilt immer

95 (Y) = gy (%) 3 " 37

Dann gilt offenbar auch

Qxl’

__(9gij ogiy | Q2 dat
Gijer = (6_1}"1 y=0 oz’ gk dyi oyl

oa D’

x Cal” (18)
o221 Qxd’ oxt’ 02’

Foer (cguizgr o T oyt ey 09
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Setzt man fiir die Ableitungen der 2’ nach den y/ die Werte ein, die man aus Gl. (14) an der Stelle y =0

ermittelt hat, so erhialt man

gij

Jijkr = ggks — 9o I'i — Gia LG, -

(20)

Nach GI. (5) verschwindet g;; ;, (die erste kovariante Ableitung von g;;) im RiEman~schen Raume. Die
GroBen g;; 1, 1, fir p=2 sind zunéichst durchaus von Null verschieden und auf die gleiche Weise zu

gewinnen wie ¢;; .. Es wird z. B.

2gij Gij e i 1o
Gijiks = agtroghs — oqu 1 bke— S\ agir 1 kzi) -8

ox* Qak1

S bedeutet, daB iiber alle Kombinationen von ky, ks
in dem zugehorigen Klammerausdruck zu summie-
ren ist. Die Tensoren g; ;, ; werden von VEBLEN
p-te Extension von g;; genannt, und nur die erste
Extension ist mit der ersten kovarianten Ableitung
identisch.

Es sei vermerkt, dafl sich die Normaltensoren
p-ter Stufe durch den Kriitmmungstensor R;j;; und
seine kovarianten Ableitungen bis (p — 2)-ter Stufe
darstellen lassen. Zum Beispiel gilt

gijkt = % (Rikp + Rjkar) - (22)
Zwischen den Komponenten der metrischen Nor-
maltensoren bestehen Beziehungen, die dazu fiihren,
daf} nur eine gewisse Zahl G (n, p) voneinander un-
abhéngig sind8-9.

n (m+p—1)! —1
G(n,p) = 2 : (n 272)!) o (§+ 1)! (p=1)
Unser weiteres Vorgehen soll folgendem Wege fol-
gen: Wir werden auf Grund der Forderung, g;;dxidai
sei positiv-definit in einer Umgebung des Punktes
yt=0 bzw. 2! =ai, die Bedingungen finden, denen
die g;; x,..x, notwendig geniigen miissen. Diese Be-
dingungen sind die gesuchten Differentialgleichun-
gen, deren Anzahl fir beliebiges p wir kennen
[GI. (23)]. Andererseits bestimmen diese Differential-
gleichungen natiirlich auch (indem man sie weiter
differenziert) die folgenden Ordnungen von bisher
verschont gebliebenen Entwicklungskoeffizienten in
Gl. (16). Die Anzahl der dann noch unabhéngig blei-
benden Entwicklungskoeffizienten (im Punkte y=0)
oder Funktionen der 2% ist zu bestimmen. Dabei ist
der folgende weitere Umstand wichtig: Nehmen wir
an, die Reihe Gl. (16) briache beim Gliede 7' ab,

es sel also

(23)

Jijiy =0 (p=1T). (24)

Uber die Anzahl, der schon auf Grund der Forde-
rung nach einer positiv-definiten quadratischen

A0
Cfict vy

Baks y’k:) — 9upS (T ') — 9o D — Gio L Gt -

(21)

Differentialform bestimmten Koeffizienten hinaus
stellen die GIn. (24) ein neues System von zusétz-
lichen Differentialgleichungen dar, dessen Einflufl
auf die Funktionen g;; jedoch sofort abzusehen ist,
wenigstens in Normalkoordinaten: Da 7 wegen
Gl. (15) eine Invariante unter beliebigen Transfor-
mationen der affinen Koordinaten 7 ist, gibt (7' — 1)
ein Mal (zunéchst bis auf die auch durch die Forde-
rung nach positiv-definiter Metrik noch gelassene
Freiheit) fiir die Kompliziertheit der Raumstruktur.
Beispielsweise wiirde 7'=2 bedeuten, dall wegen
Gl. (22) die Krimmung des Raumes verschwinden
mulb fir alle 27, d. h. der Raum wird zum EURLID-
ischen Raume, wobei allerdings noch eine Verzer-
rung und Drehung des Koordinatensystems auf
Grund der Gl. (15) erlaubt wére, die durch lokale
Forderungen nicht ausschliefbar ist.

Wir betrachten also zunichst die Bedingungen,
die durch die Forderung nach einer positiv-definiten
quadratischen Differentialform g¢;;daidaz? gestellt
werden.

Hierfiir ist bekanntlich notwendig und hinrei-
chend, daB alle in der Determinante |g;;| vorkom-
menden Hauptunterdeterminanten groer als Null
sind :

gii (v) >0, (25a)
gii (x) gij (2)
gir (@) giy(a) O Ll
gii () gij (%) gix (2)
gij () g55 (%) gix(x) > 0. (25¢)

gir(x) gir(x) grr(x) |

Die Bedingungen sind natiirlich teilweise voneinan-
der abhingig. Im einzelnen folgt aus Gl. (16) und
Gl. (25a) als notwendige Bedingung fur die g;;z, z,

Jie; =0, (26a)
i, kakoks = 0O (26b)

oder allgemein
Jii k.. kop1 =0 (26¢)
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Durch eine entsprechende Transformation mit Hilfe, der al in G1. (15) konnte man sonst immer erreichen,
daBl g;; <0 wird. Aus den Gln. (16) und (25b) folgt weiter mit Riicksicht auf die Gl. (26)

1 1
0 < —29i(0) g r, y** — 2 ("37 947 (0) ij, kukaks + 57 gij,klgij,kzka) Yty

1 ,k2 k3 5 ka

1 o
— gy T * fnagal Yo Gt o

9:i(0) 915 (0) |

1 1 .
g1(0) g55(0) T (g 9 (0) 94, kit T oy 957 (0) Gii kira — 917(0) G sk, — gi/’,klgij,kz) Yyt

1 1 1
+ (ﬁ 911 (0)gjj kukakaks T 9y 91 Jii ke Fis ks + gy 917 (0) Gis kukeakoks

1

= 41 915(0) Gij kkksks —
- k1 g ke g ks ok

— 31 Jiik gij,kzkah)?/ tyfeykagks ..o

Auch hier miissen die Koeffizienten ungerader Ord-
nungszahl in den #** notwendig verschwinden, so
daf} schlieBlich tiber die Gl. (26) hinaus allgemein gilt

gij,kl..-k3p+l =0. (28)

Zusammen mit Gl. (24) stellt Gl. (28) ein System
von Differentialgleichungen dar, dessen Einflull auf
die restlichen, nicht verschwindenden Koeffizienten
9ijki. ks, WIT jetzt untersuchen miissen. Zunichst
sei noch bemerkt, daf die Gln. (24), (28) keine hin-
reichenden Bedingungen darstellen fiir eine positiv-
definite Metrik. Um hinreichende Bedingungen zu
gewinnen, mufl man vielmehr auch die Funktionen
ij. kv..ks, Mitbetrachten, das heillt also praktisch,
das System der Gln. (24), (28) losen und feststellen,
ob GI. (27) erfiillt ist. Immerhin 148t sich folgende
wichtige Aussage machen: Sind in Gl. (27) die
quadratischen Formen in den **, bzw. die formal
als Produkte von quadratischen Formen darstell-
baren, in y¥i (2n)-nidren Formen positiv-definit, so
behalten sie diese Eigenschaft auf Grund des Trag-
heitssatzes fiir quadratische Formen auch unter be-
liebigen Transformationen der affinen Koordinaten
wegen Gl. (15) bei.

Zur Auffindung der auf Grund der Gln. (28) er-
zwungenen zuséitzlichen Identitdten zwischen den
Komponenten der g,; . 1, (p=2, fir p=1 sind
diese Identitdten in der Zahl G (n, p) auf Grund der
auch in der bisherigen RIEMANNschen Geometrie
schon giiltigen Gleichungen schon beriicksichtigt!)
kann man grundsétzlich wie bei der Auffindung der
Anzahl G(n, p) in der RIEMANNschen Geometrie
vorgehen. Dort findet man!! auf Grund der Be-
ziehung

2191 T kike Jij ok —

(27)
1
41 9ij (0) 9ij, krkaksks
6g,~
b V'Y =0 (29)
eine Folge von Identitdten
P (Gia,pe..a) =0 (30)

und P bedeutet die Summe iiber alle zyklischen Ver-
tauschungen der GroBen a, b, c...d. Der Satz von
Identititen Gl. (30) ist vollstdndig? und fuhrt di-
rekt auf die Abzahlung fiur G (n, p)10.

Bei der Aufstellung der der Gl. (29) entsprechen-
den Relationen fur héhere Differentiationsordnun-
gen der g;; auf Grund der Gln. (28) aber st6B3t man
auf einen praktisch nicht mehr zu bewiltigenden
Rechenaufwand. Schreibt man die Gleichung
Gij.kakaks = O Vollstandig aus (in 8, S. 574 ist eine
Darstellung dieser GroBe gegeben als Funktion der
Iy, Iy, I'iyy), in dem man, was offensichtlich
bei unserem Vorhaben nicht umgehbar ist, nur das
Auftreten der g;; bzw. g¥! und deren gewohnlicher
Ableitungen zulaBt [vgl. die Gln. (5), (11), (12)], so
ergibt sich eine mehrere hundert Seiten lange Glei-
chung. Der Aufwand steigt ins UnermeBliche, will
man den EinfluB der Differentialgleichungssysteme
hoherer Ordnung (¢;; r.x.kekks =0 usw.) auf die
Anzahlderunabhiangigen Komponentenvong;; .. 1.,
feststellen. Vielleicht helfen hier Rechenautomaten,
die mit Symbolen rechnen kénnen.

Im folgenden wollen wir daher wenigstens den
EinfluBl des Differentialgleichungssystems Gl. (28)
auf die Anzahl der unabhéngigen Komponenten der
Tensoren g;; 1, 1,, abzuschitzen versuchen.

Um einen anschaulichen Uberblick zu haben,
schreiben wir zunichst einmal tabellarisch die An-
zahl der Feldgleichungen F bzw. der durch sie
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wenigstens teilweise zu bestimmenden Entwick-
lungskoeffizienten (Anzahl K) fiir die Dimensions-
zahlen n =2, 3, 4 hin. In der ersten Reihe steht die
Anzahl der Entwicklungskoeffizienten p=0-ter
Ordnung, das heillt die Zahl {n(n 4+ 1). Die Anzahl
der in der p = 0-ten und p = 2-ten Reihe stehenden
Entwicklungskoeffizienten wird durch die Feld-
gleichungen nicht mehr beeinflut. Die Feldglei-
chungen p = 3-ter Ordnung aber reduzieren sowohl

n 2 3 4

P K F K F K F

0 3 "6 ‘10 &

1 0 1 "0

2 1 6 20 o

3 2 15 60

4 3 27 126

5 4 42 224 o

6 5 60 360 ..G(n,p)
7 6 81 540 5

8 7 105 770 |

Tab. 1. Die Anzahl der Entwicklungskoeffizienten K und
die Anzahl der Feldgleichungen F

die Anzahl der unabhéngigen Koeffizienten K als
auch die der Feldgleichungen F hoéherer Ordnung
und schlieBlich diese Feldgleichungen hoherer Ord-
nung alle auf diese folgenden Koeffizienten und
Gleichungen. Zum Beispiel bestimmen also im Falle
n=3 die 15 unabhingigen Feldgleichungen
Gijkkas =0 die folgenden 27 Entwicklungskoeffi-
zienten 4. Ordnung wenigstens teilweise und liefern
zusammen mit den aus den 42 unabhéngigen Glei-
chungen g;; 1 r.t0, = 0 auf Grund von g;; 76, =0
ibrigbleibenden Gleichungen Bedingungen fiir die
60 Koeffizienten 6. Ordnung. Die Abschétzung, die
wir machen wollen, sieht nun folgendermafien aus:
Existieren keine Identititen, so hat eine TAYLOR-
Entwicklung von in(n -+ 1) Feldfunktionen g;; in
der p-ten Differentiationsstufe im n-dimensionalen
Z (n, p) unabhéngige Koeffizienten,

Zn,p)=inn—1)() (31)

und das Verhiltnis

Zn.,p) ~_(mt+tp—s)nt+p—s+1)...(n+p—1)
1

+
Z(n,p— ) (P—s+D)(p—s+2)...p

(32)

gibt an, in welchem MafBe die Anzahl der Koeffi-
zienten von der (p — s)-ten zur p-ten Stufe als Folge
fortgesetzter Differentiation steigt. (Diese Abzih-
lung folgt aus der Vertauschbarkeit der Differen-
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tiation nach verschiedenen Koordinaten.) Bei zu-
sitzlichen Identitatsbeziehungen folgen dann z. B.
aus den G (n, 3) Feldgleichungen p = 3-ter Ordnung
weniger als G(n, 3)-Z(n, 4)/Z(n, 3) Zusatzbedin-
gungen. Das bedeutet, daf} fiir die Anzahl G* (n, 4)
der Koeffizienten, die dann noch unabhingig
bleiben, folgt:

G*(n,4) > G (n,4) — G(n,3)-Z(n,4)/Z(n,3). (33)

Statt G (n,4) =3, 27, 126... Koeffizienten hitte man
dann G*(n,4)>0,5, 4,5, 21... Koeffizienten. Be-
trachtet man speziell den Fall fir n =3, so findet
man, dall aus Symmetriegriinden wahrscheinlich 6
unabhéngige Koeffizienten tbrig bleiben werden.
Wegen der Fortpflanzung von Fehlern wird natiir-
lich unsere Abschatzung fiir hohere Ordnungen der
Koeffizienten K immer ungenauer. Immerhin bleibt
G* (3, p) zunéchst noch von der GroBenordnung > 4.
Ich vermute, daf3

G* (3, p) =6 (34)

ist, unabhéngig von p. Fiir alle iibrigen Dimensions-
zahlen ist eine entsprechende Beziehung mit Sicher-
heit nicht erfullt, wie ein Blick auf die ersten Zeilen
der Tab. 1 schon erkennen lat. Fir p=7 ver-
schwindet G* (n, p) wegen Gl. (24). Sicherlich ge-
niigt aber hierzu schon die Gleichung g;;;, =0
fir p="T (T gerade), da durch forgesetztes Diffe-
renzieren in den folgenden Differentiationsstufen
aus dieser Gleichung so viele Zusatzbedingungen fir
die Gleichungen der Stufe 7'+ 2, 7'+ 4 usw. folgen,
daB diese nur mit g;; ;, », =0 fiir p> T befriedigt
werden konnen. Die Zahl dieser Bedingungen ist
wahrscheinlich sogar so grof3, dafl auch die Glei-
Chungen gi.’-,kl..AkT+l:07 g’ij,k;...k7'+a:0 usw. [Vgl.
Gl. (28)] mit folgen. Die Gln. (24), (28) stellen dann
ein endliches Gleichungssystem dar, wobei p in
Gl. (24) auf p=T (T gerade) und in Gl. (28) auf
p=1,3,..., T—1 beschrankt ist.

An dieser Stelle sei noch vermerkt, dafl wir in
dieser Theorie hier ohne Ricci-Kalkil auskommen;
die Gleichung fiir die infinitesimale Parallelverschie-
bung des metrischen Tensors ergibt sich schon auf
Grund der Forderung, dal} g;;daida’ positiv-definit
sei [Gl. (24) fur p=1].

Als Ergebnis der Untersuchungen des lokalen
Verhaltens eines R1EMaNNschen Raumes mit not-
wendig positiv-definiter Metrik wollen wir festhal-
ten, dall die Anzahl G* (n, p) der unabhéngigen Ent-
wicklungskoeffizienten des metrischen Tensors g;;
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nach Normalkoordinaten im 3-Dimensionalen, aber
sicher nur dort, in jeder Differentiationsstufe wahr-
scheinlich gleich der Anzahl der unabhéngigen Feld-
funktionen, also gleich 6 ist.

Damit ist dieser 3-dimensionale Raum zunéchst
formal vor den iibrigen Rdumen ausgezeichnet.

3. Das Verhalten der Losungen
der Feldgleichungen im Groflen
und die Randbedingungen

AnschlieBend an die Untersuchungen des lokalen
Verhaltens des g;;-Feldes in der Nachbarschaft eines
beliebigen Entwicklungszentrums y = 0 oder zi = a’
wollen wir die Einfiigung des lokalen Feldes in den
Gesamtraum studieren.

Zunichst bemerkt man, dafl durch die n2-para-
metrige, nichtsingulareTransformation nach Gl. (15)
in jedem Punkte des Raumes und seiner Umgebung
eine vorerst beliebige Verdrehung und eine Verzer-
rung durchgefithrt werden kann. Man benutzt dies
zum Beispiel, um R1emannsche Normalkoordina-
ten11 einzufiihren, bei denen die g;; (0) [vgl. Gl. (16)]
gleich 1 oder 0 werden, je nachdem ob =7 oder
i + j ist; eine beliebige orthogonale Transformation
bleibt noch frei wahlbar. Die Verdrehung des
Raumes ist fiir die Raumstruktur jedoch unerheb-
lich im Gegensatz zur Verzerrung. Bei den spéiter
einzufithrenden Randbedingungen werden wir im-
plizit davon Gebrauch machen: Es gibt nur einen
unendlich fernen Punkt.

Wie weit schrinken Randbedingungen die noch
die Raumstruktur beeinflussenden, lokal zulassigen
Verzerrungen ein und wieweit bestimmen sie auf
diese Weise die Geometrie im Grof3en ?

Nehmen wir an, wir hatten eine allgemeine, im
ganzen Raume singularitétsfreie Losung des Systems
der Gln. (24), (28) gefunden. Wir wissen, dal} diese
Losung der Bedingung gehorcht, dafl ihr ,,Infor-
mationsgehalt” beschrinkt ist [vgl. Gl. (24)]. Neh-
men wir also an, daB die Losung die Eigenschaft
hat, im wesentlichen in einem beschrinkten Be-
reiche der Variablen z¥ stark von diesen abzuhén-
gen. Dann hat man die Moglichkeit, durch eine im
ganzen Raume nichtsingulére, nichtlineare Trans-
formation die Losung so zu transformieren, dafl die
gij (x) fir groBes x¥ ganz bestimmte Werte anneh-
men. Uber die Anzahl und die Art der auf diese
Weise gewonnenen Bedingungen sagen wir spéter
etwas. Durch geeignete Wahl der freien Konstanten
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in der lokalen Darstellung des g;;-Feldes [vgl.
Gl. (16)] hat man dann die lokale Darstellung dieser
Losung, die die Randbedingungen erfillt, anzu-
passen.

Es ist also offenbar zu untersuchen, auf wieviele
verschiedene Arten diese lokale Anpassung durch-
gefitlhrt werden kann. Dabei ergibt sich folgendes
Bild.

Im Falle n =3 ist gleichmaBig, das heifit fur be-
liebiges 7' wegen Gl. (34) die Vorgabe des Wertes
von ¢;;(y) in T2 verschiedenen Punkten yi=y;t
bis yizyiT/g notwendig und hinreichend, um das
lokale Feld des metrischen Tensors vollstandig fest-
zulegen. Die Metrik ist notwendig und hinreichend
durch das System von Differentialgleichungen
Gl. (24) und GI. (28) (falls dieses System auch hin-
reichend eine positiv-definite Metrik bestimmt) und
durch Vorgabe des Wertes von g;;(y) in 7'/2 Punk-
ten charakterisiert [vgl. Gl. (37)]. Der Vorgabe von
9ij(y) in T/2 Punkten entspricht gerade (s. u.) die
Vorgabe von 6 - T'/2 einzelnen Werten, einer Anzahl,
die, wie wir unten sehen werden, auch gerade der
Anzahl der natiirlichen Randbedingungen ent-
spricht. Das gilt fiir keine andere Dimensionszahl ».

Im Falle n=2 ist ndmlich durch Vorgabe von
gij(y) in T2 verschiedenen Punkten die Metrik
iiberbestimmt, und auch andere, sicherlich nicht
mehr natirlich erscheinende Randbedingungen
(s.u.) von geringerer Anzahl, lassen sich nicht
gleichmaBig, das heillt fiir beliebiges 7' nach den
gleichen Grundsitzen bestimmbar, einfiihren. Die
Anzahl }n (n+1)=3 der Komponenten von g;;
ist im allgemeinen ndmlich nicht Teiler von

-2

K2 = >6*2,p),
p=0,2,4...

(35)

der Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten.

Umgekehrt ist es in allen Fallen » > 3. Dort ist
die Metrik g;;(y) auch nach Vorgabe ihres Wertes
in 7/2 Punkten unterbestimmt. Auch durch ein
Hinzunehmen weiterer Randbedingungen gegen-
iber dem Falle n =3 ist sie fir beliebiges 7', bei
eindeutigen, von 7' unabhangigen Vorschriften fir
die Gewinnung von Randbedingungen, nicht fest-
legbar, da wiederum % » (n + 1) im allgemeinen kein
Teiler von

T—2

Ky = G*(n, p)
2=0,2,4...

(36)

ist, der Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten.
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Aus Gl. (37) entnimmt man die Einzelheiten:

[

1 1
9i1Y)p, = |960) + 5y Gij ik YUY+ g Gk Y

A

1 : 1 ioail 1 :
9i1 () p, = 196(0) + 57 Gijkike ¥ Gy e (1 —2)1 Jiikr ke yh‘"ykm}

1 g 1 .
9ii Y12 = {gi;’ (0) + 57 o Y™ Y™ + L7 G5k V™

Im Dreidimensionalen bestimmen 6 - 7'/2 lineare,
inhomogene Gleichungen die 6 - 7'/2 Unbekannten
9i5(0), Gij,kiks *** Gij v,k - Die Werte von gi;(y) an
weiteren Punkten der Umgebung von y = 0 erfiillen
notwendig die Gl. (16), da vorausgesetzt war, dal}
sie die Gln. (24), (25) und die Randwerte erfiillen. Sie
befriedigen insbesondere auch diejenige Gleichung,
die aus Gl. (16) folgt, wenn man fiir die g;;(0), g;; x.x»
“*Gii kv kr die Werte einsetzt, die man aus Gl. (37)
bestimmt hat.

Wie aber werden die allgemeinen, im ganzen
Raume nichtsingulidren Losungen an die Randwerte
angepalit und wieviele solcher Anpassungsbedin-
gungen gibt es ? Dazu erinnern wir uns daran, daf}
wegen des endlichen Informationsgehaltes der Lo-
sung offensichtlich im Unendlichennicht mehr viel an
Anderungen fiir die g;; zu erwarten ist. Dann ist es
sicher richtig, von einem bestimmten ,,Abstand™ r
vom eigentlichen Gebiet des strukturierten Raumes
an g;; nur noch von einer einzigen Variablen r ab-
hangen zu lassen: Der Raum lduft in einen einzigen,
den unendlich fernen Punkt aus. Es erscheint dann
ziemlich kiinstlich, andere als die folgenden natiir-
lichen Randbedingungen

gi5(r) =0 (38a)
dg;;(r)/dr =10 (38b)
294 (r)/dr? = 0 (38c)
drg;;(r)/dr? =0 fir r-—>oo (384d)

anzusetzen [Gl. (38)]. Da diese Bedingungen mit
ungerader Ordnung der Differentiation schon aus
den Gln. (28) und allgemein fiir p =7 aus den
Gln. (24) folgen, stellen die GIn. (38) also

nn+1)-T/2

wesentliche Beziehungen dar, und diese Anzahl
reicht im Dreidimensionalen gerade aus, wie wir

51 yl.'4 + s ('[' Y gij.kl...kT_z?/k’ sie® ykr—z
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. 1 . "
3 yla e 4 ('Tn—/ﬁ. 9ii. kl...kT——zny —_ ylr—z } (373)

2%

L.+ (37b)

1 -
- (37¢)

gesehen haben, um den Anschluf3 des lokalen Feldes
an diejenige Losung zu erzwingen, die die Rand-
bedingungen erfiillt. In der lokalen Darstellung
fehlten doch gerade
=2
K3=>G*3,p)=1%-33+1)-T2=6-T/2(39)
2=0,2,4...

zusétzliche Bedingungen.

Die Bedingungen nach Gl. (38) bestimmen die
lokale Darstellung im Unendlichen. Sie erlauben
aber wie bei der Darstellung in Normalkoordinaten
in der Umgebung des Punktes y¢ =0 die Abzéhlung
der Anzahl der relevanten Beziehungen. g;;(r) ist
sozusagen die Darstellung von g;; in Normalkoordi-
naten in der Umgebung des unendlich fernen Punk-
tes, in dem die Metrik verschwindet.

Die Randbedingungen Gl. (38) und das System
von Differentialgleichungen Gln. (24) und Gln. (28)
bestimmen also bei Vorgabe von 7' den dreidimen-
sionalen, R1EMANNschen Raum mit positiv-definiter
Metrik eindeutig.

4. Geometrische Struktur des Raumes
und physikalische Welt

Die uns umgebende physikalische Welt ist drei-
dimensional. Es liegt der Versuch nahe, die Vor-
ginge und Strukturen dieser Welt mit den aus den
eben abgeleiteten Gleichungen und Bedingungen
folgenden Strukturmannigfaltigkeiten zu verglei-
chen und zu identifizieren. Dariiber hinaus kann
man vermuten, daf} gerade wegen der Existenz des
dreidimensionalen physikalischen Raumes die Feld-
gleichungen im Falle » =3 nicht nur den notwendi-
gen Bedingungen fiir eine positiv-definite Metrik
entsprechen, sondern daf} diese Gleichungen auch
Losungen haben, die durch eine im ganzen Raume
durchweg positiv-definite quadratische Differential-
form gekennzeichnet sind.

Den folgenden Ausfiihrungen seien noch ein paar
Bemerkungen voraus geschickt, die verstdndlich



GEOMETRISIERUNG DER PHYSIKALISCHEN WELT

machen sollen, daB die vollstindige Geometrisierung
der physikalischen Welt durch zwei mehr der all-
gemeinen Logik als speziellen physikalischen Denk-
gewohnheiten entspringende Prinzipien erzwungen
wird : Durch das MacHsche Prinzip und das Prinzip
der Einheitlichkeit der Naturkréifte.

Das Macasche Prinzip fordert, dal im Falle der
Gravitationswechselwirkung die fernen Massen des
Universums nicht iiber den Umweg der Festlegung
von Inertialsystemen die Losung der Bewegungs-
gleichungen von lokalen Massenpunktsystemen be-
stimmen (NEwToNsche Mechanik),sondernin den Be-
wegungsgleichungendirekt vermerkt werden miissen.

Da andererseits, wie die NEwToNsche Mechanik
zeigt, es mit sehr guter Naherung geniigt, so zu tun,
als ob die fernen Massen sich nur auf die Geometrie
des Raumes durch Bevorzugung gewisser Koordi-
natensysteme in demselben auswirken, mul} eine
Theorie der Gravitation notwendig eine Theorie der
Wechselbeziehungen von Raumeigenschaften und
physikalischen Eigenschaften sein, in der gerade die
fernen Massen eine entscheidende Rolle mitspielen.

Die MacHsche Forderung kann natirlich nicht
nur fir die Gravitationswechselwirkung erhoben
werden, wo sie durch das bekannte Eimerexperi-
ment sehr anschaulich gemacht wird. Nach dem
Prinzip der Einheitlichkeit der Naturkrifte unter-
liegen auller der Gravitation alle iibrigen Wechsel-
wirkungen ebenfalls dem Macuschen Prinzip, und
damit ist die Forderung erhoben, ihre Wechsel-
beziehungen zur Geometrie des Raumes aufzufinden.

Das Prinzip der Einheitlichkeit der Naturkrifte
ist durch die klassischen Aquivalenzen der Energie-
formen und durch die Kopplung zwischen den nicht-
klassischen Feldern so erhartet, dafl man mit Sicher-
heit auf ein einheitliches Urfeld der physikalischen
Erscheinungen schlieen kann. Und dieses physika-
lische Urfeld muB in eindeutiger Beziehung zur Geo-
metrie des Raumes stehen und das gesamte Uni-
versum umfassen.

Mir scheint, dall der im folgenden angedeutete
Weg, so merkwiirdig er anmuten mag, der einzig
logisch mogliche ist, den durch eine sehr stark struk-
turierte positiv-definite Metrik charakterisierten 3-
dimensionalen R1EMaNNschen Raum mit uns ge-
laufigen GroBen der physikalischen Welt in Zu-
sammenhang zu bringen.

Wir hatte man sich also die Identitit zwischen
physikalischer und geometrischer Struktur im ein-
zelnen vorzustellen ?
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a) Fir 7' = const. hat man es auf jeden Fall mit
einer statischen Welt zu tun, und 7' mifit den In-
formationsgehalt. Alle im Universum enthaltenen
elementaren Teilchen (Anzahl 7'/2?) haben ihren
festen Platz, sie bestimmen nicht nur das metrische
Feld wie in der Gravitationstheorie EINSTEINS, sie
sind mit ihm identisch.

b) Eine zeitliche Anordnung der Zustédnde wird
moglich, indem man 7' andert: 742, T+4, ...,
T + 2t (¢t ganz). Andere Zustdnde sind nicht moglich.
Soll also die Weltgeometrie iiberall eine positiv-
definite Metrik haben und die physikalische Welt
vollstindig beschreiben, so ist bei endlichem 7" und ¢
nur eine endliche Anzahl unterschiedlicher Zusténde
mit einem unterschiedlichen Informationsgehalt
moglich. Bei endlichem 7' und £ ist eine andere Ein-
fithrung des Zeitmafles nicht moglich.

¢) Nimmt man an, dafl die aus Abschatzungen
bekannte Zahl der augenblicklich existierenden Ele-
mentarteilchen ein Maf} fiir 7" ist, dann wiirde unse-
rem Weltzustand etwa ein 7' von 1079 zukommen.
Selbst wenn sich 7' pro Sekunde um 1023 &ndert
(JorpANsche Elementarzeit12), so bedeutet das nur,
daB sich unser Kosmos erst in etwa 3 - 1048 Jahren
verdoppelt haben wiirde.

d) Insbesondere wiirden in dieser Beschreibungs-
weise die Zustande niedersten Informationsgehaltes
[T =2,4,6, ..., Gl (24)] bei Gultigkeit der Rand-
bedingungen Gln. (38) die Urzustiande des Kosmos
bedeuten. Dariiber hinaus kann man vermuten, dal3
fir 7 = 2, 4, 6, ... Teilstrukturen eines komplizier-
teren Kosmos beschrieben werden. Die in diesem
Falle gultigen Randbedingungen héatten fir grofle
Abstidnde von den Teilstrukturen den Anschlufl an
den iibrigen Kosmos zu bewerkstelligen. Aus dieser
Kontinuumstheorie des metrischen Feldes folgen
also zwangslaufig elementare Zustiande (Elementar-
teilchen ?).

e) Erzwingt man [vgl. d)] den Anschluf} in aller
Strenge, dann kann natiirlich nur ein einziger Teil-
zustand herauskommen; der Gesamtkosmos hat ja
fir 7' = const. nur eine Losung. Insbesondere be-
stimmt der Gesamtkosmos bei konstantem 7' iiber
die Randbedingungen, die er in Teilbereichen ein-
deutig vorschreibt, auch den Zustand eines sehr um-
fangreichen Teilsystems, zum Beispiel des Sonnen-
systems. Das ist das MacHsche Prinzip in seiner
schirfsten Form!

12 P. JorpAN, Schwerkraft und Weltall, Vieweg, Braun-
schweig 1955.
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f) Die Theorie verzichtet vollig auf eine Beschrei-
bung der Welt oder ihrer Elemente mit Hilfe von
Begriffen, die einer pauschalen und anschaulichen
Betrachtungsweise entstammen (Impuls, Energie,
Entropie, elektrisches Feld, Masse und dergleichen).
Das macht ihren praktischen Nachteil und ihren
schwerer wiegenden erkenntnistheoretischen Vor-
teil aus. Probleme, wie die Interpretation klassischer
GroBen (wie Impuls, Energie) bei quantenmechani-
schen Prozessen, existieren nicht. Das Geschehen in
Raum und Zeitordnung hat weder mit Kausalitit
noch mit Wahrscheinlichkeit etwas zu tun. Beide
GroBlen sind abgeleitete Begriffe, falls die Welt in
allen ihren Erscheinungen durch die genannten
Gleichungen beschreibbar ist. Auch die genannten
physikalischen Groen (Impuls, Energie usw.) miis-
sen abgeleitet werden aus einer Folge aufeinander
folgender Losungen fir

T=To+2¢t (t=1,2,3,...).

¢) Esexistieren keine geometrischen Invarianzen,
also auch keine physikalischen Erhaltungssitze. Die
Welt ist maximal inhomogen. Das entspricht auch
neuesten Erkenntnissen der Himmelsforschung13.
Verfolgt man jedoch Teilstrukturen des Kosmos
iiber ein beschrianktes, relativ schmales 7-Intervall,
so erscheint es wahrscheinlich, dafl bei Aulleracht-

13 W. A. AmBarzUMJIAN, Einige methodologische Fragen
der Kosmogonie. In: Philos. Probleme der modernen
Naturwissenschaft, Akademie-Verlag, Berlin 1962, S. 242
bis 262.
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lassung der Feinheiten, also der stindigen Anderun-
gen im Gesamtkosmos in grofler Entfernung vom
betrachteten Teilsystem, sich geometrische Inva-
rianzen ergeben, die dann iiber physikalische Er-
haltungssitze zu Feld- oder Bewegungsgleichungen
fihren14. Das entspricht ganz dem bisherigen Vor-
gehen in der Physik : Durch Weglassen von ,,Neben-
sichlichem® (absolute Zeit, absoluter Ort zum Bei-
spiel) gelingt iiberhaupt erst das Erkennen von Ge-
setzmaBigkeiten 15. GesetzmaBigkeit ist hier im Sin-
ne von ,,wiederholbarer Vorgang* aufzufassen.

h) Nur bei Betrachtung umfangreicherer Teil-
strukturen (mit vielen ,, Teilchen®) iiber eine groB3ere
Menge t von Zustanden 7', T+ 2, ..., T + 2¢ er-
scheint die Einfiihrung eines kontinuisierten ,,Zeit ‘-
Parameters ¢ gerechtfertigt (klassische Physik). Ins-
besondere beim Studium von Wechselwirkungspro-
zessen zwischen wenigen ,,Teilchen erscheint das
nicht sinnvoll.

i) Die Frage, wie von einem Zustand 7' auf den
benachbarten Zustand 7T + 2 , ,weitergeschaltet’
wird, gehort nicht hierher. Wichtig ist allein, mog-
licherweise erkannt zu haben, dafl zwischen physi-
kalischer Welt und metrischer Struktur ein Iso-
morphismus besteht.

Oder ist es ein Automorphismus ?

14 E. NOETHER, Invariante Variationsprobleme. Nachr.
konigl. Ges. Wiss. Gottingen, math.-phys. Kl. 1918,
235—257.

15 E.P. WIGNER, Physikal. Blitter 7. Jahrgang, 433 [1951].



