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E s werden die Strukturmögl i chkei ten des RiEMANNschen R a u m e s untersucht , d e m zunächst 
keinerlei physikal ische Eigenschaften zugewiesen werden. Hierzu wird eine lokale Darstel lung der 
Metrik in N o r m a l k o o r d i n a t e n benutzt . Die auftretenden Normaltensoren sind Tensoren im ge-
samten af f inen R ä u m e , a u f d e m die Metrik erklärt ist. Die Forderung nach Posi t iv -Def ini thei t 
schränkt durch invariante Tensorgleichungen die Strukturmannigfalt igkeiten entscheident ein 
u n d b e v o r z u g t den 3-d imensionalen R a u m . Dieser wird durch (natürliche) R a n d b e d i n g u n g e n , die 
das Verschwinden der Metr ik im Unendl ichen ausdrücken, ohne einen weiteren Freiheitsgrad ein-
deut ig fes tge legt ; R ä u m e geringerer Dimensionszahl sind unter diesen R a n d b e d i n g u n g e n über-
b e s t i m m t , R ä u m e höherer Dimensionszahl unterbest immt. Verschiedene Strukturierungen des so 
metrisierten 3 -d imensionalen R a u m e s sind nur mögl ich bei Änderung des Grades der lokalen E n t -
wicklung des metr ischen Feldes. Es erscheint denknotwendig , wenn m a n überhaupt eine Bez iehung 
zwischen P h y s i k u n d metr ischem R ä u m e vermutet , den Grad der lokalen Entwick lung und d a m i t 
die höchste Stufe der zur Darstel lung verwendeten Normaltensoren mit e inem nicht -kont inuier -
l ichen, abso luten Ze i tparameter T — 2 zu identifizieren. E s ist dann die A u f g a b e gestellt, die so 
in R a u m u n d absoluter Ze i t ver fügbaren Strukturen mi t den uns geläufigen physikal ischen 
Prozessen anhand ihrer äquivalenten mathematischen Darstel lungen zu identifizieren u n d sie 
d a d u r c h n icht mehr als V o r g ä n g e im R ä u m e , sondern selbst als strukturierten R a u m zu verstehen. 
Die K o n s e q u e n z e n werden erörtert. 

1. Zum Problemkreis 

Bis zu RIEMAN faßte man den Raum als eine a 
priori existierende Wesenheit auf, in die die physi-
kalische Welt eingefügt ist, ohne selbst in irgend 
einer Weise auf die Struktur des Raumes zu wirken. 
RIEMANN vermutete, daß die metrische Struktur 
des Raumes von der materiellen Erfüllung desselben 
wenigstens mitbestimmt werden kann1 . Die Maß-
struktur wird durch die Angabe der positiv-definiten 
quadratischen Differentialform ds2 = gry da^dx^ lokal 
beschrieben. Daß diese Invariante quadratisch sein 
m u ß , z e i g e n v . H E L M H O L T Z u n d L I E 2 , 3 . 

Bis hierher sind die Überlegungen rein geo-
metrisch-mathematischer Natur. Fußend einerseits 
auf RIEMANNS Vermutung über den Zusammenhang 
zwischen metrischer Struktur g^ und materieller 
Ausfüllung des Raumes und andererseits auf Er-
kenntnissen über die Raum-Zeit-Struktur seiner 
Relativitätstheorie schuf EINSTEIN eine Gravi-
tationstheorie4. 

Vom Standpunkt eines rein mathematisch-logi-
schen Verständnisses der physikalischen Welt ist 
diese zweite Wurzel dieser ersten geometrischen 
Theorie eines physikalischen Geschehens abzuleh-
nen. Mir scheint nämlich, daß durch die Einführung 
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des unmathematischen Begriffes „Ze i t " als Kompo-
nente eines in gewisser Weise metrisierten affinen 
Raumes die mathematisch-geometrische Natur-
erkenntnis, die wenigstens letzten Endes nach We-
sensgleichheit sucht, auf die Stufe der Betrachtung 
bloß äußerlicher Ähnlichkeit zwischen physikali-
schem Geschehen und einem nicht aus sich heraus 
zwingenden mathematischen Formalismus redu-
ziert wird. 

Diese Bemerkungen sollen natürlich nichts gegen 
die Zweckmäßigkeit aussagen, speziell die Gravi-
tationswechselwirkung in der bekannten Form der 
EiNSTEiNschen Gravitationstheorie zu beschreiben. 
Aber vom Standpunkt einer umfassenden Verall-
gemeinerung auf alle übrigen Kräfte der Physik er-
scheint mir der Ausgangspunkt doch als etwas zu 
speziell. 

Im folgenden wollen wir, aufbauend nur auf 
mathematisch-geometrischen Begriffen, zunächst 
eine Theorie möglicher Raumstrukturen entwickeln. 
Wir gehen dabei in zwei Schritten voran: Als erstes 
betrachten wir die lokalen Eigenschaften des metri-
sierten affinen Raumes. Dabei wird sich ein System 
von Differentialgleichungen (Differentialinvarian-
ten) ergeben. Die Lösung dieses Systems besitzt 
noch einen Rest an Willkür, der durch Einführung 

3 S. LIE. Ü b e r die Grundlagen der Geometr ie I , I I . B e r . 
Sachs. Ges. Wiss . Leipzig 42, 2 8 4 - 3 2 1 u. 3 5 5 - 4 1 8 
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nichtlokaler Zusatzbedingungen weiter eingeengt 
wird. 

Es ergibt sich schließlich, daß der drei-dimen-
sionale RiEMANNsche Raum F3 mit positiv-definiter 
Metrik vor allen anderen metrischen Räumen aus-
gezeichnet ist, wenn man fordert, daß im Unend-
lichen das metrische Feld wie ein EuKLiüisches 
Feld verschwindet: Die höchste Ordnungszahl T 
des Differentialgleichungssystems kann man noch 
frei wählen, die Lösung des Systems ist eindeutig 
bis auf eine Eichtransformation und von keinem 
weiteren Parameter mehr abhängig. In diesem Um-
stand sehe ich übrigens nachträglich eine stärkere 
Rechtfertigung für die Einführung einer Metrik aus 
einer quadratischen Form, hier sogleich noch be-
schränkt auf die Dimensionszahl 3, als durch uie 
Betrachtung von Transformationseigenschaften, so 
richtungsweisend jene Erkenntnisse auch waren3,5 ,6. 

Nachdem so die vom mathematischen Stand-
punkt möglichen Raumstrukturen erkannt sind, 
bleibt als ein dritter Schritt deren Identifizierung 
mit den uns gewohnten Parametern unserer physi-
kalischen Welt. Die Schlüsselstellung nimmt der 
physikalische Begriff „Zeit" ein. Dadurch, daß wir 
ihn in Zusammenhang bringen werden mit der be-
liebig wählbaren Ordnungszahl T unseres Diffe-
rentialgleichungssystems, ergibt sich dann auch die 
Möglichkeit, einen Vorwurf zu entkräften, der seit 
Aufstellung von Spinorgleichungen für Teilchen mit 
Spin 1/2 allen differentialgeometrisch begründeten 
Feldtheorien gemacht wurde. Die Spinorbeschrei-
bungsweise ist offensichtlich bisher nötig bei der 
Darstellung von Wechsel Wirkungsprozessen, an 
denen Felder mit Spin 1/2 beteiligt sind; meiner 
Auffassung nach aber nur deshalb, weil man die 
Wechselwirkung über ein Zeitkontinuum „ver-
schmiert". In dieser Theorie hier wird die Wechsel-
wirkung aufgelöst in eine Folge diskreter Einzel-
zustände ; die Zeit ist gequantelt worden. Die Raum-
struktur bleibt überall stetig und wenigstens T-mal 
differenzierbar. 

Beschäftigen wir uns aber zunächst mit der Auf-
stellung der Gleichungen für das metrische Feld. 

5 D . HILBERT, Grundlagen der Geometrie. Teubner, Leip-
zig 1902. 
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tialform aus der Riemannschen und den Christoffel-
schen Differentialinvarianten mit Hilfe von Normal-
koordinaten. Math. Ann. 79, 289 [1919]. 

2. Aufstellung von Differentialgleichungen, 
denen die Metrik gehorchen muß 

Differentialgleichungen können nur das lokale 
Verhalten des metrischen Feldes charakterisieren 
und dieses, wenn auch wesentlich, so doch nur un-
vollständig in seinen Eigenschaften festlegen. Die 
lokalen Eigenschaften aber kann man in der affinen 
und metrischen Geometrie am besten durch Ein-
führung von Normalkoordinaten übersehen1 , 7 - 1 1 . 
Diese Koordinaten folgen in ihrem Ursprung den 
geraden bzw. kürzesten Linien des Raumes. Ent-
wickelt man den metrischen Tensor nach Normal-
koordinaten in einem bestimmten Punkte, so stellen 
die Entwicklungskoeffizienten Differentialinvarian-
ten dar, die den Raumpunkt samt seiner Umgebung 
unabhängig vom Koordinatensystem charakteri-
sieren. Wir schreiben alle von uns benötigten Bezie-
hungen auf. 

Die Metrik werde durch einen zweifach kovari-
anten, symmetrischen Tensor g^ (x) bestimmt (Kern-
index-Schreibweise, Summationskonvention) 

dx1' cx.i' 

Va = 9vi' ^r ' t 1 ' 

9ij = gji • (2) 
Die x\ xv seien zunächst beliebige affine Koordi-
naten. Der metrische Tensor bestimmt eine quadra-
tische Form F2, 

F2 = gtjdxtdxi, (3) 

von der wir später annehmen werden, daß sie posi-
tiv-definit sei. Im RiEMANisrschen Räume Vn ist 
darüber hinaus ein affiner Zusammenhang er-
klärt, der eindeutig durch die Metrik bestimmt ist 

pi _ Fi _ 1 aii l 4. ^ik __ dgjA (4] 1 ik — 1 k , - 2 y ^ dxk ~r dx j QxI ) v*) 

mit der Umkehrung 

| ^ = g s j r i i + g i s r i j . (5) 

Die Größe r i j k als geometrischer Zusammenhang 
transformiert sich wie folgt: 

d2x1' dx1 dxi' dxk' dx1 

I * = e^'cxfc ' öä-F" + "exT ' dxk ' ~dxir yk' ' * ' 

8 0 . V E B L E N U. T . Y . T H O M A S , The geometry o f paths, 
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9 T. Y . THOMAS, The identities o f affinely connected 
manifolds, Math. Z. 25, 714 [1926]. 

1 0 T. Y . THOMAS. The differential invariants o f generalized 
spaces, Cambridge 1934. 

I I O. VEBLEN, Invariants o f quadratic differential forms, 
Cambridge Tracts N. 24 [1927], 



Die r ) k bestimmen die Geometrie der geraden Linien 
des affinen Raumes vermittels des folgenden Syste-
mes von Differentialgleichungen: 

d2xl 

+ n 
dxi dx* 

ik ds~ ds~ 0 . ( 7 ) 

Im RiEMANNschen Räume Vn ist s die Bogenlänge; 
es gilt Gl. (4). Jetzt führen wir Normalkoordinaten 
ein im Punkte 

x*(0) = a*. (8) 

Als Anfangsrichtungen der neuen Koordinaten 
wählen wir die Richtung von geraden Linien bzw. 
von Geodätischen, die wir aus den Gin. (7) und (4) 
bestimmt haben: 

¥ = (dxilds)0 . (9) 
Damit schreibt sich die Lösung von Gl. (7) wie folgt: 

1 / dfix1 \ 

+ 

Die Größen 

1 
37 

d3x* \ 

d 3 ^ «3 + (10) 

usw. bestimmt man / d2xi \ /( 
V ds^ /o ' [ ds* Jo 

aus Gl. (7) und den daraus durch fortgesetztes 
Differenzieren erhältlichen weiteren Gin. (7a), (7 b) 
usw. 

d3xl 

" d p -

d 4 ^ 
ds4 

dx) + r)ki • 
dxJ 

jklm 
pi ^ . r •*• jklm rio 

dxk 

ds 
dxk 

d7 

— = 0 ds U ' 
ds' dxm 

ds 0 

(7 a) 

(7b) 

Die Differenzierbarkeit setzten wir voraus. In der 
Gl. (7 a) ist 

r jkl 1 v i d^ik 9 pi p<x kl (11) 

oder allgemein 

r jkl...mn = N P 
en ( N - i ) r ' r Zn)- (12) 

N zählt die kovarianten Indizes und P bedeutet 
Summation über alle Ausdrücke, die man aus dem 
in Klammern stehenden Ausdrucke durch zyklische 
Permutation der kovarianten Indizes erhält. Setzt 

S — yi (13) 

so folgt mit Hilfe der Gin. (7 a), (7 b) usw. aus Gl. (10) 

xi (,y) = ai + y i - ^ r)k {a*)yiy* 

- 3, I%(a*)yiy*yi--. ( 1 4 ) 

Gl. (13) besagt, daß es ein Koordinatensystem gibt, 
ein Normalkoordinatensystem, in welchem sich die 
geraden Linien des affinen Raumes und die geodäti-
schen Linien des RiEMANNschen Raumes wie die 
Geraden des EuKLiDischen Raumes darstellen 
lassen. 

Man kann zeigen8, daß es zum Zentrum al noch 
andere Normalkoordinatensysteme gibt, die alle 
durch die Transformation 

yl = a\-yl (15) 

aus einander hervorgehen, wobei die a\' Konstante 
sind. Jetzt wollen wir den Fundamentaltensor (y) 
des RiEMANNschen Raumes Vn in der Nähe des 
Punktes al nach Normalkoordinaten entwickeln. 
Das ergibt 

9a(y) = 9u(0) + gv.ktf1 + 2i 9u>*i**/1/2 + 3, 9ibk,k^zyk'yuyu + ••• • W 

D a b e i i s t tu* •••*,= o • • • ^ = 1 • • - • ( 1 7 ) 

Die metrischen Normaltensoren gij,jCl...kP(x) Funktionen der gu{x) und deren gewöhnlichen Ablei-
tungen; das wollen wir zeigen. Im folgenden seien die x l immer beliebige affine Koordinaten, die y l 

immer Normalkoordinaten. Entsprechend Gl. (1) gilt immer 

9ij(y) = 9i'V (x) ' ' (18) 

Dann gilt offenbar auch 

/ dgtj \ fdgt'j' dx1' dx1' dxi' / d2x1' dxi' dx1' d2xi' 
9ij,k 1 = \JyiclJy= 0 = \ ' 6yki ' dyi ' Jyf ' \ cykicyi ' 8yi + Syf ' o ' ' 



Setzt man für die Ableitungen der xv nach den yi die Werte ein, die man aus Gl. (14) an der Stelle y — 0 
ermittelt hat, so erhält man 

9ij,ki = 9*1 r%ii — 9i* Fjki • (20) 

Nach Gl. (5) verschwindet g{j kl (die erste kovariante Ableitung von g{j) im RiEMANNschen Räume. Die 
Größen g^ kp für p ^ 2 sind zunächst durchaus von Null verschieden und auf die gleiche Weise zu 
gewinnen wie gij,kl- Es wird z. B. 

9ij,kik2 — 0xki^xk2 ~ i td-2~ s ^tzij — & ( cxki ~ rij) — g a i n A — gtarjklk2. 
(21) 

S bedeutet, daß über alle Kombinationen von k\, k2 

in dem zugehörigen Klammerausdruck zu summie-
ren ist. Die Tensoren gij,kl...kv werden von VEBLEN 
p-tv Extension von gy genannt, und nur die erste 
Extension ist mit der ersten kovarianten Ableitung 
identisch. 

Es sei vermerkt, daß sich die Normaltensoren 
^5-ter Stufe durch den Krümmungstensor Rijki und 
seine kovarianten Ableitungen bis {p — 2)-ter Stufe 
darstellen lassen. Zum Beispiel gilt 

9i],kl = l (Rikjl + Rjkil) • (22) 

Zwischen den Komponenten der metrischen Nor-
maltensoren bestehen Beziehungen, die dazu führen, 
daß nur eine gewisse Zahl G(n, p) voneinander un-
abhängig sind8,9. 

n (n + p — 1)! p- 1 
G(n,p) = , {n 2 ) , • 1 } , ( p ^ 1) (23) 

Unser weiteres Vorgehen soll folgendem Wege fol-
gen: Wir werden auf Grund der Forderung, gijdxldxi 
sei positiv-definit in einer Umgebung des Punktes 
yi — 0 bzw. xi = at, die Bedingungen finden, denen 
die g i j M _ k p notwendig genügen müssen. Diese Be-
dingungen sind die gesuchten Differentialgleichun-
gen, deren Anzahl für beliebiges p wir kennen 
[Gl. (23)]. Andererseits bestimmen diese Differential-
gleichungen natürlich auch (indem man sie weiter 
differenziert) die folgenden Ordnungen von bisher 
verschont gebliebenen Ent wicklungskoeffizienten in 
Gl. (16). Die Anzahl der dann noch unabhängig blei-
benden Entwicklungskoeffizienten (im Punkte y=0) 
oder Funktionen der xl ist zu bestimmen. Dabei ist 
der folgende weitere Umstand wichtig: Nehmen wh-
an, die Reihe Gl. (16) bräche beim Gliede T ab, 
es sei also 

9ij,k,..kP = 0 (p > T). (24) 
Über die Anzahl, der schon auf Grund der Forde-
rung nach einer positiv-definiten quadratischen 

Differentialform bestimmten Koeffizienten hinaus 
stellen die Gin. (24) ein neues System von zusätz-
lichen Differentialgleichungen dar, dessen Einfluß 
auf die Funktionen g,-j jedoch sofort abzusehen ist. 
wenigstens in Normalkoordinaten: Da T wegen 
Gl. (15) eine Invariante unter beliebigen Transfor-
mationen der affinen Koordinaten xi ist, gibt (T — 1) 
ein Maß (zunächst bis auf die auch durch die Forde-
rung nach positiv-definiter Metrik noch gelassene 
Freiheit) für die Kompliziertheit der Raumstruktur. 
Beispielsweise würde T = 2 bedeuten, daß wegen 
Gl. (22) die Krümmung des Raumes verschwinden 
muß für alle x\ d. h. der Raum wird zum EUKLID-
ischen Räume, wobei allerdings noch eine Verzer-
rung und Drehung des Koordinatensystems auf 
Grund der Gl. (15) erlaubt wäre, die durch lokale 
Forderungen nicht ausschließbar ist. 

Wir betrachten also zunächst die Bedingungen, 
die durch die Forderung nach einer positiv-definiten 
quadratischen Differentialform g^ da^d-r^ gestellt 
werden. 

Hierfür ist bekanntlich notwendig und hinrei-
chend, daß alle in der Determinante \gij\ vorkom-
menden Hauptunterdeterminanten größer als Null 
sind: 

gü(x)> 0, (25 a) 

> ° . <25»> 
gu (x) gtj (*) gtk {*) 
gu(x) ga(x) gjk(x) > 0 . (25c) 
gik(x) gjk(x) gkk(x) 

Die Bedingungen sind natürlich teilweise voneinan-© o 
der abhängig. Im einzelnen folgt aus Gl. (16) und 
Gl. (25a) als notwendige Bedingung für die gijiku„kp 

9hm = 0 > (26a) 
9n.*jt* a = 0 (26b) 

oder allgemein 
9ii,k1...k2p+i = ° • (26c) 



Durch eine entsprechende Transformation mit Hilfe, der a\' in Gl. (15) könnte man sonst immer erreichen, 
daß gu< 0 wird. Aus den Gin. (16) und (25b) folgt weiter mit Rücksicht auf die Gl. (26) 

0 < - 2gij(0)gijMykl - 2 ( g i ] (0) gijiklk2k3 + ^jgijMgijMk}) / W " 3 

— 31 gij.kikz • 9ij,k3kik5yklykiyk3ykiyk" + ••• 

+ l". Jo) Ii Jo) + [JT (°) 9ii,kikt + 2! 9u(0) giitkJe% - 9ij (0) gijMk2 - gijMgiLk)j yklyki 

+ \~±\Qii(ty9ihkikdc3kA + 2 1 2 ! ^ii.kikz 9jj,k3k4 + 41 9}}(®) 9ii,kikzkzki (27) 

~~ 41 9^(0) gij,kik2k3ki 2 1 2 ! 9ü,kikz9ij,k3ki ~ 41 9i}(®) 9ijMkikzki 

- Yf guM 9ijMk.k)jykl yk2 yk3 yki + • • • • 

Auch hier müssen die Koeffizienten ungerader Ord-
nungszahl in den yki notwendig verschwinden, so 
daß schließlich über die Gl. (26) hinaus allgemein gilt 

9ij,ku..kiP+1 = 0 • (28) 

Zusammen mit Gl. (24) stellt Gl. (28) ein System 
von Differentialgleichungen dar, dessen Einfluß auf 
die restlichen, nicht verschwindenden Koeffizienten 
9ij,ki...k2p w i r jetzt untersuchen müssen. Zunächst 
sei noch bemerkt, daß die Gin. (24), (28) keine hin-
reichenden Bedingungen darstellen für eine positiv -
definite Metrik. Um hinreichende Bedingungen zu 
gewinnen, muß man vielmehr auch die Funktionen 
9ij, ki...kzP mitbetrachten, das heißt also praktisch, 
das System der Gin. (24), (28) lösen und feststellen, 
ob Gl. (27) erfüllt ist. Immerhin läßt sich folgende 
wichtige Aussage machen: Sind in Gl. (27) die 
quadratischen Formen in den yki, bzw. die formal 
als Produkte von quadratischen Formen darstell-
baren, in yki (2n)-nären Formen positiv-definit, so 
behalten sie diese Eigenschaft auf Grund des Träg-
heitssatzes für quadratische Formen auch unter be-
liebigen Transformationen der affinen Koordinaten 
wegen Gl. (15) bei. 

Zur Auffindung der auf Grund der Gin. (28) er-
zwungenen zusätzlichen Identitäten zwischen den 
Komponenten der gijt kuJc2v {p ^ 2, für p = 1 sind 
diese Identitäten in der Zahl G(n, p) auf Grund der 
auch in der bisherigen RiEMANNschen Geometrie 
schon gültigen Gleichungen schon berücksichtigt!) 
kann man grundsätzlich wie bei der Auffindung der 
Anzahl G(n, p) in der RiEMANNschen Geometrie 
vorgehen. Dort findet man11 auf Grund der Be-
ziehung 

= 0 (29) 

eine Folge von Identitäten 

P(gia,öc...d) = 0 , (30) 
und P bedeutet die Summe über alle zyklischen Ver-
tauschungen der Größen a,b, c...d. Der Satz von 
Identitäten Gl. (30) ist vollständig9 und führt di-
rekt auf die Abzählung für G(n, p)10-

Bei der Aufstellung der der Gl. (29) entsprechen-
den Relationen für höhere Differentiationsordnun-
gen der gij auf Grund der Gin. (28) aber stößt man 
auf einen praktisch nicht mehr zu bewältigenden 
Rechenaufwand. Schreibt man die Gleichung 
9ij,kik2k3= 0 vollständig aus (in 8, S. 574 ist eine 
Darstellung dieser Größe gegeben als Funktion der 
r)k, rim, r)klm), in dem man, was offensichtlich 
bei unserem Vorhaben nicht umgehbar ist, nur das 
Auftreten der gfj bzwT. gkl und deren gewöhnlicher 
Ableitungen zuläßt [vgl. die Gin. (5), (11), (12)], so 
ergibt sich eine mehrere hundert Seiten lange Glei-
chung. Der Aufwand steigt ins Unermeßliche, will 
man den Einfluß der Differentialgleichungssysteme 
höherer Ordnung (gijtklktk3W;5 = 0 usw.) auf die 
Anzahl der unabhängigen Komponenten vong^ kl k2p 

feststellen. Vielleicht helfen hier Rechenautomaten, 
die mit Symbolen rechnen können. 

Im folgenden wollen wir daher wenigstens den 
Einfluß des Differentialgleichungssystems Gl. (28) 
auf die Anzahl der unabhängigen Komponenten der 
Tensoren g^ abzuschätzen versuchen. 

Um einen anschaulichen Überblick zu haben, 
schreiben wir zunächst einmal tabellarisch die An-
zahl der Feldgleichungen F bzw. der durch sie 



wenigstens teilweise zu bestimmenden Entwick-
lungskoeffizienten (Anzahl K) für die Dimensions-
zahlen N = 2, 3, 4 hin. In der ersten Reihe steht die 
Anzahl der Entwicklungskoeffizienten p = 0-ter 
Ordnung, das heißt die Zahl \N(N-j- 1). Die Anzahl 
der in der P = 0-ten und P — 2-ten Reihe stehenden 
Entwicklungskoeffizienten wird durch die Feld-
gleichungen nicht mehr beeinflußt. Die Feldglei-
chungen P = 3-ter Ordnung aber reduzieren sowohl 

n 2 3 4 
V K F K F K F 

0 3 " 6 '10 
1 0 '1 " 0 
2 1 " 6 '20 
3 2 15 '60 
4 3 27 126 
5 4 42 224 
6 5 '60 360 . .G(n.p) 
7 
8 7 

6 
105 

81 
770 

540 
1 

. . Y 

Tab. 1. Die Anzahl der Entwicklungskoeffizienten K und 
die Anzahl der Feldgleichungen F 

die Anzahl der unabhängigen Koeffizienten K als 
auch die der Feldgleichungen F höherer Ordnung 
und schließlich diese Feldgleichungen höherer Ord-
nung alle auf diese folgenden Koeffizienten und 
Gleichungen. Zum Beispiel bestimmen also im Falle 
N = 3 die 15 unabhängigen Feldgleichungen 
dij.kikjtz = 0 folgenden 27 Entwicklungskoeffi-
zienten 4. Ordnung wenigstens teilweise und liefern 
zusammen mit den aus den 42 unabhängigen Glei-
c h u n g e n GIJ<KLK2K^ = 0 a u f G r u n d v o n GIJMK2KA = 0 
übrigbleibenden Gleichungen Bedingungen für die 
60 Koeffizienten 6. Ordnung. Die Abschätzung, die 
wir machen wollen, sieht nun folgendermaßen aus: 
Existieren keine Identitäten, so hat eine TAYLOR-
Entwicklung von \N(N-1-1) Feldfunktionen G^ in 
der P-ten Differentiationsstufe im w-dimensionalen 
Z(N, P) unabhängige Koeffizienten, 

Z(N,P) = \N(N-\){NP) ( 31 ) 

und das Verhältnis 
Z(n ,p) (n + p — s) (n -f p — s + 1)... (n + p — 1) 

Z(n,p-s) = (p-s+ l)(p-s + 2):.:p 

(32) 

gibt an, in welchem Maße die Anzahl der Koeffi-
zienten von der (P — s)-ten zur p-ten Stufe als Folge 
fortgesetzter Differentiation steigt. (Diese Abzäh-
lung folgt aus der Vertauschbarkeit der Differen-

tiation nach verschiedenen Koordinaten.) Bei zu-
sätzlichen Identitätsbeziehungen folgeil dann z. B. 
aus den G(N, 3) Feldgleichungen P = 3-ter Ordnung 
weniger als G(N, 3) • Z(N, 4)/Z(w, 3) Zusatzbedin-
gungen. Das bedeutet, daß für die Anzahl G* (N, 4) 
der Koeffizienten, die dann noch unabhängig 
bleiben, folgt: 

G* (N, 4 ) > G (N, 4 ) - G {N, 3) • Z (N, A)JZ (N, 3 ) . (33) 

Statt G (N,4) = 3, 27, 126... Koeffizienten hätte man 
dann <7* (w, 4) > 0,5, 4,5, 21. . . Koeffizienten. Be-
trachtet man speziell den Fall für N = 3, so findet 
man, daß aus Symmetriegründen wahrscheinlich 6 
unabhängige Koeffizienten übrig bleiben werden. 
Wegen der Fortpflanzung von Fehlern wird natür-
lich unsere Abschätzung für höhere Ordnungen der 
Koeffizienten K immer ungenauer. Immerhin bleibt 
G* (3, P) zunächst noch von der Größenordnung > 4. 
Ich vermute, daß 

G*(3,P)=6 (34) 

ist, unabhängig von P. Für alle übrigen Dimensions-
zahlen ist eine entsprechende Beziehung mit Sicher-
heit nicht erfüllt, wie ein Blick auf die ersten Zeilen 
der Tab. 1 schon erkennen läßt. Für p ^ T ver-
schwindet G*(N,P) wegen Gl. (24). Sicherlich ge-
nügt aber hierzu schon die Gleichung GIJKT ^ = 0 
für P= T (T gerade), da durch forgesetztes Diffe-
renzieren in den folgenden Differentiationsstufen 
aus dieser Gleichung so viele Zusatzbedingungen für 
die Gleichungen der Stufe T -f 2, T 4 usw. folgen, 
daß diese nur mit gjjikl...k = 0 für P~> T befriedigt 
werden können. Die Zahl dieser Bedingungen ist 
wahrscheinlich sogar so groß, daß auch die Glei-
c h u n g e n GIJM...KT+L = 0 , GIJKIKT+3 = 0 u s w . [ vg l . 
Gl. (28)] mit folgen. Die Gin. (24), (28) stellen dann 
ein endliches Gleichungssystem dar, wobei P in 
Gl. (24) auf P=T (T gerade) und in Gl. (28) auf 
P= 1 , 3 , . . . , T — 1 beschränkt ist. 

An dieser Stelle sei noch vermerkt, daß wir in 
dieser Theorie hier ohne Ricci-Kalkül auskommen; 
die Gleichung für die infinitesimale Parallelverschie-
bung des metrischen Tensors ergibt sich schon auf 
Grund der Forderung, daß gijdx^cb^ positiv-definit 
sei [Gl. (24) für P= l j. 

Als Ergebnis der Untersuchungen des lokalen 
Verhaltens eines RiEMANNschen Raumes mit not-
wendig positiv-definiter Metrik wollen wir festhal-
ten, daß die Anzahl G* (N, P) der unabhängigen Ent-
wicklungskoeffizienten des metrischen Tensors g^ 



nach Normalkoordinaten im 3-Dimensionalen, aber 
sicher nur dort, in jeder Differentiationsstufe wahr-
scheinlich gleich der Anzahl der unabhängigen Feld-
funktionen, also gleich 6 ist. 

Damit ist dieser 3-dimensionale Raum zunächst 
formal vor den übrigen Räumen ausgezeichnet. 

3. Das Verhalten der Lösungen 
der Feldgleichungen im Großen 

und die Randbedingungen 

Anschließend an die Untersuchungen des lokalen 
Verhaltens des gfy-Feldes in der Nachbarschaft eines 
beliebigen Entwicklungszentrums yl = 0 oder xl = al 

wollen wir die Einfügung des lokalen Feldes in den 
Gesamtraum studieren. 

Zunächst bemerkt man, daß durch die w2-para-
metrige, nichtsinguläreTransformation nach Gl. (15) 
in jedem Punkte des Raumes und seiner Umgebung 
eine vorerst beliebige Verdrehung und eine Verzer-
rung durchgeführt werden kann. Man benutzt dies 
zum Beispiel, um RiEMANNsche Normalkoordina-
ten1 1 einzuführen, bei denen die g^ (0) [vgl. Gl. (16)] 
gleich 1 oder 0 werden, je nachdem ob i — j oder 
i =t= j ist; eine beliebige orthogonale Transformation 
bleibt noch frei wählbar. Die Verdrehung des 
Raumes ist für die Raumstruktur jedoch unerheb-
lich im Gegensatz zur Verzerrung. Bei den später 
einzuführenden Randbedingungen werden wir im-
plizit davon Gebrauch machen: Es gibt nur einen 
unendlich fernen Punkt. 

Wie weit schränken Randbedingungen die noch 
die Raumstruktur beeinflussenden, lokal zulässigen 
Verzerrungen ein und wieweit bestimmen sie auf 
diese Weise die Geometrie im Großen ? 

Nehmen wir an, wir hätten eine allgemeine, im 
ganzen Räume singularitätsfreie Lösung des Systems 
der Gin. (24), (28) gefunden. Wir wissen, daß diese 
Lösung der Bedingung gehorcht, daß ihr „Infor-
mationsgehalt" beschränkt ist [vgl. Gl. (24)]. Neh-
men wir also an, daß die Lösung die Eigenschaft 
hat, im wesentlichen in einem beschränkten Be-
reiche der Variablen xk stark von diesen abzuhän-
gen. Dann hat man die Möglichkeit, durch eine im 
ganzen Räume nichtsinguläre, nichtlineare Trans-
formation die Lösung so zu transformieren, daß die 
gij(x) für großes xk ganz bestimmte Werte anneh-
men. Über die Anzahl und die Art der auf diese 
Weise gewonnenen Bedingungen sagen wir später 
etwas. Durch geeignete Wahl der freien Konstanten 

in der lokalen Darstellung des ^ -Feldes [vgl. 
Gl. (16)] hat man dann die lokale Darstellung dieser 
Lösung, die die Randbedingungen erfüllt, anzu-
passen. 

Es ist also offenbar zu untersuchen, auf wieviele 
verschiedene Arten diese lokale Anpassung durch-
geführt werden kann. Dabei ergibt sich folgendes 
Bild. 

Im Falle n = 3 ist gleichmäßig, das heißt für be-
liebiges T wegen Gl. (34) die Vorgabe des Wertes 
von gij{y) in T/2 verschiedenen Punkten y i = yi i 

bis yl = ylT/2 notwendig und hinreichend, um das 
lokale Feld des metrischen Tensors vollständig fest-
zulegen. Die Metrik ist notwendig und hinreichend 
durch das System von Differentialgleichungen 
Gl. (24) und Gl. (28) (falls dieses System auch hin-
reichend eine positiv-definite Metrik bestimmt) und 
durch Vorgabe des Wertes von gij{y) in T/2 Punk-
ten charakterisiert [vgl. Gl. (37)]. Der Vorgabe von 
gtjiy) in T/2 Punkten entspricht gerade (s. u.) die 
Vorgabe von 6 • T/2 einzelnen Werten, einer Anzahl, 
die, wie wir unten sehen werden, auch gerade der 
Anzahl der natürlichen Randbedingungen ent-
spricht. Das gilt für keine andere Dimensionszahl n. 

Im Falle n = 2 ist nämlich durch Vorgabe von 
gtj {y) in T/2 verschiedenen Punkten die Metrik 
überbestimmt, und auch andere, sicherlich nicht 
mehr natürlich erscheinende Randbedingungen 
(s. u.) von geringerer Anzahl, lassen sich nicht 
gleichmäßig, das heißt für beliebiges T nach den 
gleichen Grundsätzen bestimmbar, einführen. Die 
Anzahl \n (n + 1) = 3 der Komponenten von gij 
ist im allgemeinen nämlich nicht Teiler von 

T-2 

k2 = 2g*(2>P)> <35) 
p=0,2,4... 

der Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten. 
Umgekehrt ist es in allen Fällen n > 3. Dort ist 

die Metrik gij{y) auch nach Vorgabe ihres Wertes 
in T/2 Punkten unterbestimmt. Auch durch ein 
Hinzunehmen weiterer Randbedingungen gegen-
über dem Falle n = 3 ist sie für beliebiges T, bei 
eindeutigen, von T unabhängigen Vorschriften für 
die Gewinnung von Randbedingungen, nicht fest-
legbar, da wiederum \ n (n + 1) im allgemeinen kein 
Teiler von 

T-2 

K n = 2 G * ( n , V ) (36) 
p=0,2,4... 

ist, der Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten. 



Aus Gl. (37) entnimmt man die Einzelheiten: 

9ij(y)px = {9i](0) + ^r gij<lci1c2ykl yki + 4V gijM...ki ykl • • • yki + • • • + jjnr^yi ^ ' ' ' j Pl> ( 3 7 

9t](y)p2 = j9ij(0) + ji gijMlc, + 4tft/,*....*«2/"'1 / 2 + • " • + ( T i ^ y r 9 y k u • r"2 j Ps> (37b) 

9a(y)r/2 = (0) + J, 9ij,kikiyklyki + 4, ykl • • • / 4 H toi-*™ykl • • • ] Pr/2• ( 3 ~c) 

Im Dreidimensionalen bestimmen 6 • T/2 lineare, 
inhomogene Gleichungen die 6 • T/2 Unbekannten 

9ij,kikz ••• 9iiM...kT-t • Die Werte von 9i](y) an 
weiteren Punkten der Umgebung von y = 0 erfüllen 
notwendig die Gl. (16), da vorausgesetzt war, daß 
sie die Gin. (24), (25) und die Randwerte erfüllen. Sie 
befriedigen insbesondere auch diejenige Gleichung, 
die aus Gl. (16) folgt, wenn man für die g^ (0), g^>jfclA.2 

•• •gijt]Cl...jfcr_g die Werte einsetzt, die man aus Gl. (37) 
bestimmt hat. 

Wie aber werden die allgemeinen, im ganzen 
Räume nichtsingulären Lösungen an die Randwerte 
angepaßt und wieviele solcher Anpassungsbedin-
gungen gibt es ? Dazu erinnern wir uns daran, daß 
wegen des endlichen Informationsgehaltes der Lö-
sung offensichtlich im Unendlichen nicht mehr viel an 
Änderungen für die g^ zu erwarten ist. Dann ist es 
sicher richtig, von einem bestimmten ,,Abstand" r 
vom eigentlichen Gebiet des strukturierten Raumes 
an gij nur noch von einer einzigen Variablen r ab-
hängen zu lassen: Der Raum läuft in einen einzigen, 
den unendlich fernen Punkt aus. Es erscheint dann 
ziemlich künstlich, andere als die folgenden natür-
lichen Randbedingungen 

9ii(r) = 0 (38 a) 
dgry(r)/dr = 0 (38 b) 

d2gij{r)/dr2 = 0 (38 c) 

dPgij(r)ldrP = 0 für r -> oo (38d) 

anzusetzen [Gl. (38)]. Da diese Bedingungen mit 
ungerader Ordnung der Differentiation schon aus 
den Gin. (28) und allgemein für p ^ T aus den 
Gin. (24) folgen, stellen die Gin. (38) also 

\n(n + 1) • T/2 

wesentliche Beziehungen dar, und diese Anzahl 
reicht im Dreidimensionalen gerade aus, wie wir 

gesehen haben, um den Anschluß des lokalen Feldes 
an diejenige Lösung zu erzwingen, die die Rand-
bedingungen erfüllt. In der lokalen Darstellung 
fehlten doch gerade 

T-2 

K3 = 2 G* (3, 2>) = I • 3 (3 + 1) • T/2 = 6 • T/2 (39) 
p = U, 2, 4... 

zusätzliche Bedingungen. 
Die Bedingungen nach Gl. (38) bestimmen die 

lokale Darstellung im Unendlichen. Sie erlauben 
aber wie bei der Darstellung in Normalkoordinaten 
in der Umgebung des Punktes yl = 0 die Abzählung 
der Anzahl der relevanten Beziehungen. gtj[r) ist 
sozusagen die Darstellung von g^ in Normalkoordi-
naten in der Umgebung des unendlich fernen Punk-
tes, in dem die Metrik verschwindet. 

Die Randbedingungen Gl. (38) und das System 
von Differentialgleichungen Gin. (24) und Gin. (28) 
bestimmen also bei Vorgabe von T den dreidimen-
sionalen, RiEMANNschen Raum mit positiv-definiter 
Metrik eindeutig. 

4. Geometrische Struktur des Raumes 
und physikalische Welt 

Die uns umgebende physikalische Welt ist drei-
dimensional. Es liegt der Versuch nahe, die Vor-
gänge und Strukturen dieser Welt mit den aus den 
eben abgeleiteten Gleichungen und Bedingungen 
folgenden Strukturmannigfaltigkeiten zu verglei-
chen und zu identifizieren. Darüber hinaus kann 
man vermuten, daß gerade wegen der Existenz des 
dreidimensionalen physikalischen Raumes die Feld-
gleichungen im Falle n = 3 nicht nur den notwendi-
gen Bedingungen für eine positiv-definite Metrik 
entsprechen, sondern daß diese Gleichungen auch 
Lösungen haben, die durch eine im ganzen Räume 
durchweg positiv-definite quadratische Differential-
form gekennzeichnet sind. 

Den folgenden Ausführungen seien noch ein paar 
Bemerkungen voraus geschickt, die verständlich 



machen sollen, daß die vollständige Geometrisierung 
der physikalischen Welt durch zwei mehr der all-
gemeinen Logik als speziellen physikalischen Denk-
gewohnheiten entspringende Prinzipien erzwungen 
wird: Durch das MACHsche Prinzip und das Prinzip 
der Einheitlichkeit der Naturkräfte. 

Das MACHsche Prinzip fordert, daß im Falle der 
Gravitationswechselwirkung die fernen Massen des 
Universums nicht über den Umweg der Festlegung 
von Inertialsystemen die Lösung der Bewegungs-
gleichungen von lokalen Massenpunktsystemen be-
stimmen (NEWTONsche Mechanik), sondern in den Be-
wegungsgleichungen direkt vermerkt werden müssen. 

Da andererseits, wie die NEWTONsche Mechanik 
zeigt, es mit sehr guter Näherung genügt, so zu tun, 
als ob die fernen Massen sich nur auf die Geometrie 
des Raumes durch Bevorzugung gewisser Koordi-
natensysteme in demselben auswirken, muß eine 
Theorie der Gravitation notwendig eine Theorie der 
Wechselbeziehungen von Raumeigenschaften und 
physikalischen Eigenschaften sein, in der gerade die 
fernen Massen eine entscheidende Rolle mitspielen. 

Die MACHsche Forderung kann natürlich nicht 
nur für die Gravitationswechselwirkung erhoben 
werden, wo sie durch das bekannte Eimerexperi-
ment sehr anschaulich gemacht wird. Nach dem 
Prinzip der Einheitlichkeit der Naturkräfte unter-
liegen außer der Gravitation alle übrigen Wechsel-
wirkungen ebenfalls dem MACHschen Prinzip, und 
damit ist die Forderung erhoben, ihre Wechsel-
beziehungen zur Geometrie des Raumes aufzufinden. 

Das Prinzip der Einheitlichkeit der Naturkräfte 
ist durch die klassischen Äquivalenzen der Energie-
formen und durch die Kopplung zwischen den nicht-
klassischen Feldern so erhärtet, daß man mit Sicher-
heit auf ein einheitliches Urfeld der physikalischen 
Erscheinungen schließen kann. Und dieses physika-
lische Urfeld muß in eindeutiger Beziehung zur Geo-
metrie des Raumes stehen und das gesamte Uni-
versum umfassen. 

Mir scheint, daß der im folgenden angedeutete 
Weg, so merkwürdig er anmuten mag, der einzig 
logisch mögliche ist, den durch eine sehr stark struk-
turierte positiv-definite Metrik charakterisierten 3-
dimensionalen RiEMANNschen Raum mit uns ge-
läufigen Größen der physikalischen WTelt in Zu-
sammenhang zu bringen. 

Wir hatte man sich also die Identität zwischen 
physikalischer und geometrischer Struktur im ein-
zelnen vorzustellen ? 

a) Für T — const, hat man es auf jeden Fall mit 
einer statischen Welt zu tun, und T mißt den In-
formationsgehalt. Alle im Universum enthaltenen 
elementaren Teilchen (Anzahl T/2 ?) haben ihren 
festen Platz, sie bestimmen nicht nur das metrische 
Feld wie in der Gravitationstheorie EINSTEINS, sie 
sind mit ihm identisch. 

b) Eine zeitliche Anordnung der Zustände wird 
möglich, indem man T ändert: T-1-2, T- f -4 , . . . , 
T + 2 t (t ganz). Andere Zustände sind nicht möglich. 
Soll also die Weltgeometrie überall eine positiv -
definite Metrik haben und die physikalische Welt 
vollständig beschreiben, so ist bei endlichem T und t 
nur eine endliche Anzahl unterschiedlicher Zustände 
mit einem unterschiedlichen Informationsgehalt 
möglich. Bei endlichem T und t ist eine andere Ein-
führung des Zeitmaßes nicht möglich. 

c) Nimmt man an, daß die aus Abschätzungen 
bekannte Zahl der augenblicklich existierenden Ele-
mentarteilchen ein Maß für T ist, dann würde unse-
rem Weltzustand etwa ein T von 1079 zukommen. 
Selbst wenn sich T pro Sekunde um 1023 ändert 
(JoRDANsche Elementarzeit12), so bedeutet das nur, 
daß sich unser Kosmos erst in etwa 3 • 1048 Jahren 
verdoppelt haben würde. 

d) Insbesondere würden in dieser Beschreibungs-
weise die Zustände niedersten Informationsgehaltes 
[T = 2, 4, 6, . . . , Gl. (24)] bei Gültigkeit der Rand-
bedingungen Gin. (38) die Urzustände des Kosmos 
bedeuten. Darüber hinaus kann man vermuten, daß 
für T = 2 , 4 , 6 , . . . Teilstrukturen eines komplizier-
teren Kosmos beschrieben werden. Die in diesem 
Falle gültigen Randbedingungen hätten für große 
Abstände von den Teilstrukturen den Anschluß an 
den übrigen Kosmos zu bewerkstelligen. Aus dieser 
Kontinuumstheorie des metrischen Feldes folgen 
also zwangsläufig elementare Zustände (Elementar-
teilchen ?). 

e) Erzwingt man [vgl. d)] den Anschluß in aller 
Strenge, dann kann natürlich nur ein einziger Teil-
zustand herauskommen; der Gesamtkosmos hat ja 
für T = const, nur eine Lösung. Insbesondere be-
stimmt der Gesamtkosmos bei konstantem T über 
die Randbedingungen, die er in Teilbereichen ein-
deutig vorschreibt, auch den Zustand eines sehr um-
fangreichen Teilsystems, zum Beispiel des Sonnen-
systems. Das ist das MACHsche Prinzip in seiner 
schärfsten Form! 

1 2 P. JORDAN, Schwerkraft und Weltall , Vieweg, Braun-
schweig 1955. 



f ) Die Theorie verzichtet völlig auf eine Beschrei-
bung der Welt oder ihrer Elemente mit Hilfe von 
Begriffen, die einer pauschalen und anschaulichen 
Betrachtungsweise entstammen (Impuls, Energie, 
Entropie, elektrisches Feld, Masse und dergleichen). 
Das macht ihren praktischen Nachteil und ihren 
schwerer wiegenden erkenntnistheoretischen Vor-
teil aus. Probleme, wie die Interpretation klassischer 
Größen (wie Impuls, Energie) bei quantenmechani-
schen Prozessen, existieren nicht. Das Geschehen in 
Raum und Zeitordnung hat weder mit Kausalität 
noch mit Wahrscheinlichkeit etwas zu tun. Beide 
Größen sind abgeleitete Begriffe, falls die Welt in 
allen ihren Erscheinungen durch die genannten 
Gleichungen beschreibbar ist. Auch die genannten 
physikalischen Größen (Impuls, Energie usw.) müs-
sen abgeleitet werden aus einer Folge aufeinander 
folgender Lösungen für 

T=T0 + 2t (t = 1 , 2 , 3 , . . . ) . 

g) Es existieren keine geometrischen Invarianzen, 
also auch keine physikalischen Erhaltungssätze. Die 
Welt ist maximal inhomogen. Das entspricht auch 
neuesten Erkenntnissen der Himmelsforschung13. 
Verfolgt man jedoch Teilstrukturen des Kosmos 
über ein beschränktes, relativ schmales T-Intervall, 
so erscheint es wahrscheinlich, daß bei Außeracht-

1 3 W . A . AMBARZUMJAN, Einige methodologische Fragen 
der Kosmogonie . I n : Philos. Probleme der modernen 
Naturwissenschaft. Akademie-Verlag, Berlin 1962, S. 242 
bis 262. 

lassung der Feinheiten, also der ständigen Änderun-
gen im Gesamtkosmos in großer Entfernung vom 
betrachteten Teilsystem, sich geometrische Inva-
rianzen ergeben, die dann über physikalische Er-
haltungssätze zu Feld- oder Bewegungsgleichungen 
führen14. Das entspricht ganz dem bisherigen Vor-
gehen in der Physik: Durch Weglassen von „Neben-
sächlichem" (absolute Zeit, absoluter Ort zum Bei-
spiel) gelingt überhaupt erst das Erkennen von Ge-
setzmäßigkeiten15. Gesetzmäßigkeit ist hier im Sin-
ne von „wiederholbarer Vorgang" aufzufassen. 

h) Nur bei Betrachtung umfangreicherer Teil-
strukturen (mit vielen „Teilchen") über eine größere 
Menge t von Zuständen T, T + 2, . . . , T + 21 er-
scheint die Einführung eines kontinuisierten „Zeit"-
Parameters t gerechtfertigt (klassische Physik). Ins-
besondere beim Studium von Wechselwirkungspro-
zessen zwischen wenigen „Teilchen" erscheint das 
nicht sinnvoll. 

i) Die Frage, wie von einem Zustand T auf den 
benachbarten Zustand T -+- 2 „weitergeschaltet" 
wird, gehört nicht hierher. Wichtig ist allein, mög-
licherweise erkannt zu haben, daß zwischen physi-
kalischer Welt und metrischer Struktur ein Iso-
morphismus besteht. 

Oder ist es ein Automorphismus ? 

1 4 E. NOETHER, Invariante Variationsprobleme. Nachr. 
königl. Ges. Wiss. Göttingen, math. -phys . K l . 1918, 
2 3 5 - 2 5 7 . 

1 3 E . P . W I G N E R , Physikal. Blätter 7 . Jahrgang. 4 3 3 [ 1 9 5 1 ] . 


